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GABARITO MATEMATICA
Questao 1
Seja i tal que i = —1. Considere o nimero complexo z = a + Bi, sendo a e B nimeros inteiros ndo nulos. Sabendo
que 23 = -9 + 46/, determine a e 3.
|l Gabarito ',

O problema pode ser resolvido igualando as partes real e imaginaria de z3, ou utilizando a sua forma trigonométrica. Apre-
sentamos duas resolucdes.

Etapa 1. Solugdo 1: Via sistema algébrico

Note que:

22 =(a+pPi?
= a® + 3a%Bi — 3ap? - B3i
= (&> —3ap*) + (3’ - )i
= -9+ 46/
Dai, a® — 3ap? = -9 e 3a?B — B3 = 46. Como a e B sdo inteiros ndo nulos:

_9+¢a®
T a

3p2

()

Como o lado esquerdo é inteiro, devemos ter que:

al9+a=a|9=>a==+1,+3,+9.

Testando as solugdes em (%), achamos os pares (3, +2) e (-3, +2). Testando os pares em 3a?8 — f3° = 46, o Unico que funciona
€3,2).
Logo, os valores sdo:

Etapa 2. Solucdo 2: Via médulo e forma trigonométrica

Note que o médulo de 23 é:

13| = V(=9)? + 462 = 1/2197 = /133

Como |23| = |z|3, temos que |z| = v/ 13. O médulo de z é y/a2 + B2 =13 = a? + B2 = 13. Como sdo inteiros, os valores de a e B
em moédulo sé podem ser permutag¢des dos pares (3,2), ou seja, a € {3, +2} e B € {+2, +3}.
Testando essas combinagdes para que 23 = —9 + 46/, encontramos que apenas z = 3 + 2j satisfaz a equacao.

Portanto:
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Questao 2

Calcule as soluges reais da equagao

147 73 74
3 3 2 - _
X+ (2x+ 7+ 143 + 2x+2x T
, |' Gabarito ,' \

A equacdo pode ser resolvida fatorando parte da expressdo como a quarta poténcia do bindmio (x + %)

Etapa 1. Construa o bindmio

4
. 7
Vamos olhar para o desenvolvimento de <x+ E) :

4 2 3

(vg) =xtae-groe(3) vac(3) +(3)

7\ , 147, 7374
<X+§) =x* +14x X+ X+ o

Assim:

Etapa 2. Substitua na equacdo original

No enunciado, passando o termo constante para o lado esquerdo, veja que o pedido é equivalente a:

7 4
(x+ E) +(2x+72=0

Multiplicando e dividindo o primeiro termo para aparecer (2x + 7)*:

4

% +(@X+772 =0
Fatorando o termo comum (2x + 7)3:

(2x+7)3[2x127 +1] -0

Etapa 3. Determine as raizes

Para que o produto seja nulo, devemos ter:

2x+7=0 ou
2x+7
16

Da primeira equagdo, obtemos raiz tripla x = —7/2. Da segunda, obtemos 2x + 7 = —16 = x = —23/2.
Assim, o conjunto das solugdes reais é:

+1=0

7 23
s=I1-5-%)
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Questao 3

Considere a fungao f : [0, 1) — R, definida por
foo =D Vxn
n=1

eae|0,1),a# % Dentre todas as retas secantes ao grafico da funcdo f nos pontos (a, f(a)) e (x,f(x)), x # a, a que

tem o menor coeficiente angular é aquela que é paralela a reta de equagao ky — 4x = 2026. Determine o valor de k
em funcgao de a.

- |l Gabarito ', N

O coeficiente angular da secante é calculado a partir da expressao da funcdo f(x), que pode ser simplificada usando a soma
de uma progressdo geométrica infinita.

Etapa 1. Simplifique a funcdo e calcule o coeficiente angular

Pela soma de PG infinita de razdo 1/, temos que:

foO =Vx+ V2 + V3 4. = Vx

1-vx
A reta que passa por (a, f(a)) e (x, f(x)) possui coeficiente angular m dado por:
o f@ -1

a—x

VoW
_1-va 1-4x
- a—x

Va-x

__(-vVou-vx
Wa-Vowa+yo
1

~ (A =axT - V0a + V)

Etapa 2. Minimize o coeficiente angular

Para minimizar o coeficiente angular, devemos maximizar o denominador. O primeiro fator é constante e os outros dois
formam uma funcdo do segundo grau em v/x:

(1 =VRWa+0 = -x7? +(1 = Vax +a

Calculando o vértice, temos:

1-+/a _a+2ya+1 (1++/a)?
B 4 T4

2 ! yV

Etapa 3. Determine k

Portanto, como o coeficiente angular de ky — 4x = 2026 é 4/k, devemos ter a igualdade para o valor minimo obtido com y,:
1 4

Mpin = =7

2k
(1 -y VD

k=01 —-vVa)1 ++a)?
=(1-a)1++a)
=vVa-a+1-ava




IME 2025 - 2° Fase - Matemdtica

Logo, o valor de k é:

k=01 -a)(1+a)

Observagdo: note que o x que minimiza o coeficiente angular satisfaz /x = x,. Ou seja:

1—+a 1T—-2va+a
Gol=Ve_ 1-2a+a

2 4
Como devemos ter x # a, temos a condicao:

1_2\4{64-0"=G=>3<:1+2\/E—‘I =0=(Ja+1)EVa-1)=0

Como+/a+1 >0, temos que 3y/a—1=0= a = 1/9. Por isso essa restricdo aparece no enunciado.

Questao 4

Seja i tal que /> = —1. Determine os valores do complexo z que satisfazem a equagdo

i<z+2+22+(E)2)_<z+2><22+(§)2)_1
z-7 2-@?) \z-7)\2-@?)

em que Z representa o conjugado de z.

.
r ll Gabarito ', w
O problema pode ser resolvido expressando o nimero complexo z em sua forma algébrica ou na sua forma trigonométrica e

desenvolvendo a equagdo dada. Apresentamos duas resolugdes.

Etapa 1. Solucdo 1: Utilizando a forma algébrica

Seja z = a + bi. Substituindo na expressdo, note que:

I
N

+ a

bi

724+7 =2(a*>-b?

NI NI

z
z

I
N

L

2
72 -7 =2(2abi)
Assim, substituindo essas identidades, a equag¢do do enunciado torna-se:

(2a 2(a®-b?) 20\ (2(a* - b?)\ _
’<z_bi+ 2(2abi) >_(2_bi>< 2(2b7) )‘1

(5258 9(%2)-
bi ~ 2abi bi/\ 2abi |~

Simplificando os termos:

Lembrando que 1/i = —i, podemos reescrever e agrupar:
<g+az—b2) a®—ab? _
b 2ab 2ab?

Igualando os denominadores para 2ab?:

20°b +a’b — b3+ a* —ab® _

1
2ab?

a® — b3 +3a°b—3ab*> =0
Fatorando a expressao:
(a—b)a? +ab+b?) +3ab(a—b)=0
(a—b)a*+4ab+b*) =0
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Logo, temos duas possibilidades:

a=b ou a*+4ab+b>=0
Da segunda, usando a formula de Bhaskara para encontrar b em fungdo de a:

b=a(-2+V3)

Assim, os complexos z = a + bi que satisfazem a equagdo sdo:

z=a(1+1i)
z=a(1+(/3-2))
z=a(1+ (=3 -2)i)

Onde a é um numero real ndo nulo.

Etapa 2. Solucdo 2: Utilizando a forma trigonométrica

Seja z = k- cis(6). Note que:
Z+27 = 2kcos(0)
z—27=2ksen(0)-i
247 =242 cos(20)
27 =2k2sen(20) - i
Substituindo essas identidades e agrupando as razdes trigonométricas em cotangentes, a equac¢do do enunciado torna-se:

ctg(0) + ctg(20) + ctg(f) - ctg(20) =1
Lembrando da férmula de adicdo de arcos para cotangente:

ctg(x) - ctg(y) — 1

ctgix +y) = ctg(x) + ctg(y)

Temos que:

ctg(f) - ctg(20) — 1
ctg(0) + ctg(26)
Da equacao obtida, ctg(8) + ctg(26) = 1 — ctg(0) - ctg(20). Portanto:

ctg(30) =

ctg(36) = -1
Logo, no primeiro ciclo trigonométrico:

9|3, 2n, 1 15 1on 25m)

Dividindo por 3, encontramos os angulos possiveis. As tangentes desses angulos correspondem aos coeficientes que multi-
plicam a parte imaginaria. Assim:

z=a(1+1)
z=a(1+(/3-2)i)
z=a(1+(—/3-2))

Onde a é um numero real ndo nulo.

Questao 5

Sejam a, b e c nimeros reais positivos. Prove que

T 1 1
(a+b+c)<a+E+E>z9.
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(6 |

| Gabarito | ~
A desigualdade pode ser demonstrada utilizando desigualdades classicas, como a desigualdade das médias (MA-MG) ou a
desigualdade de Cauchy-Schwarz. Apresentamos trés formas de resolugdo.

Etapa 1. Solucdo 1: Utilizando MA-MG para trés termos

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica para os trés termos (a, b, ¢) e (1/a, 1/b, 1/c), temos:
(@+b+0)>3Vabc

1 1 1 5/ 1
— — — > -
(a+b+c)_3 abc

Como todos os termos sdo positivos, podemos multiplicar as duas desigualdades membro a membro:

1 1 1 3 1
(a+b+c)(a+b+ C)29w/abc "

Logo:
(a+b+c)(1a+%+%)z9
Etapa 2. Soluc¢do 2: Utilizando MA-MG para dois termos
Abrindo o produto da desigualdade pedida, temos:
(a+b+c)(1a+%+1z)=%+§+%+§+§+%+3

Pela desigualdade das médias para dois termos, para cada par inverso:

+
QT
\
N
QT
I
N

anlQ| TIQ

[\
N
I
N

AT AalQ TIQ
+
Qln
v
N
mﬁ
Il
N

+
[l ot

[« 2l o)
nlS

Somando as trés desigualdades e adicionando 3 a ambos os lados, obtemos:

9+9+£+9+£+322+2+2+3=9
a ¢ a ¢ b

a4
b
O que conclui a demonstragao.

Etapa 3. Soluc¢do 3: Utilizando Cauchy-Schwarz

]

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para os vetores (1/a, Vb, Joe ( ) temos:

-
-

(a+b+c>(g+;;+;)z(¢a.%+ b.#ﬁ.%)

Simplificando os produtos dentro dos parénteses:

11 1 )
(a+b+c)<a+5+z>2(1+1+1)

Logo:

1.1 .1
(a+b+c)(E+E+E)29
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Questao 6

Seja a4, 05, 03, ..., Ox0p7 UMa sequéncia de numeros reais tal que a, = 1, a, = 10 e que o sistema linear

X+2y+z=gq;
X+3y+27=0j4
X+4y+z=0a;,

2025

é possivel paracadaj=1,...,2025. Calcule Z (X; +y; +2;), em que (x;, y;, ;) representa uma solugdo do sistema para
j=1

cadaj=1,...,2025.

.
| Gabarito | ~
A solugdo do problema se da pela obtencdo de uma relacdo entre as coordenadas da solugdo do sistema, percebendo que a
sequéncia dada forma uma progressao aritmética.

Etapa 1. Calcule a diferenca entre as equagdes

Fazendo a diferenga entre as equag8es do sistema, temos que, subtraindo a equagdo (1) da (2):

Y =041 -0
E subtraindo a equacdo (2) da (3):

Y =042 —0jyq
Assim, a diferenca entre os termos consecutivos é constante, portanto a sequéncia é uma progressao aritmética de razao
r=y. Dai
0,=0,+3r=>>10=14+3y=>y=3
Comisso, y; = 3 para todo j. Substituindo na primeira equagao, x; + 6 + 2 = a; = x; + z; = a; — 6.

Etapa 2. Calcule a soma pedida

Assim, a soma para um indice j é:

Xi+yi+z=(@—-6)+3=0-3
Portanto, separando o somatério:

2025 2025 2025
=1 =1

Yosy+5)= 3o -3=(Fa)-2 20
j=1
Pela formula do termo geral da PA, calculamos a,g,s:
02025 = 01 + 2024 = 1 + 2024 . 3 = 6073
Logo, calculando o somatdrio pela férmula da soma da PA, obtemos:

(aq + ay025) - 2025 6075 = (1+6073)-2025

- 607
> > 6075

Efetuando a conta:

3037 - 2025 — 6075 = 6149925 — 6075 = 6143850
Assim, o somatério pedido é:
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Questao 7

A probabilidade de um computador estar infectado por um virus é de 90%. Um programa antivirus detecta a pre-
senca de virus em um computador infectado com probabilidade de 95%, mas indica a presenca de virus quando o
computador ndo esta infectado com probabilidade de 1%. O programa analisou um dado computador e respondeu
gue 0 mesmo ndo esta infectado. Qual é a probabilidade do computador examinado estar infectado?

- ll Gabarito ', N

A probabilidade pedida pode ser calculada pelo Teorema de Bayes, avaliando os casos em que o antivirus responde negati-
vamente para a presenca de virus.

Etapa 1. Analise as probabilidades de indicacdo negativa

Existem duas situa¢des em que o programa responde que o computador ndo esta infectado:
1. O computador esta infectado, mas o programa indica que nao esta. Como a deteccdo ocorre com 95% de chance, a
falha ocorre com 5% de chance. Logo, a probabilidade é:

_9%0 5 _ 450
"7 100 100 ~ 10000
2. O computador nao esta infectado e o programa indica corretamente que ndo estd. Como ha 1% de chance de falso

positivo, a chance de indicagdo correta para os 10% ndo infectados é de 99%. Logo, a probabilidade é:

_10 99 _ 990
271700 100 ~ 10000

Etapa 2. Calcule a probabilidade condicional

A probabilidade do computador estar de fato infectado, dado que o exame indicou que ndo esta, é a razdo entre o caso 1
(falso negativo) e o total de resultados negativos:

P 450 450
P =5 P, ~250+990 _ 1440

Simplificando a fragdo por 90:

El
16

Questao 8

Prove que o sistema admite uma Unica solucdo real e calcule essa solucao.

x+logx+vVx2+1)=y
y+logy+/y2+1) =z
Z+logz+vVz2+1)=x

- '| Gabarito ', N

A solucdo do sistema pode ser analisada pelo comportamento da fung¢do logaritmica para valores positivos e negativos de x,
dividindo o raciocinio em dois casos.

Etapa1. Casox > 0

Suponha x > 0. Entdo, observe que:

X+Vx2+1>04+1=1
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De modo que log(x + Vx2+ 1) > 0. Dessa forma, pela primeira equacdo, temos que y > x > 0. Logo, também temos que
log(y + 4/¥2 + 1) > 0 e, analogamente, a segunda equagdo nosda z >y > 0.

Da mesma forma, teremos log(z++/z2 + 1) > 0 e a terceira equacdo nos da x > z. Logo, pelas trés desigualdades combinadas,
temos x > z > y > x, de onde se concluiquex =y =z.

Temos entdo que:

logx+Vvx2+1)=0
X+Vx2+1=1

Vx2+1=1-x

Elevando ao quadrado:

X+1=01-x)7?
X+1=1-2x+x2

2x=0=>x=0
Logo, obtemos a solugdox =y =z=0.
Etapa 2. Casox <0
Se x < 0, temos que:
x<0
-2x>0

X2—2x+12x2+1
(1=x2>x2+1
Extraindo a raiz quadrada (lembrando que 1 — x > 0):

1—x>Vx2+1

X+Vx2+1<1
Aplicando o logaritmo:

logx+Vx2+1)<0

Pelo mesmo raciocinio de antes, a primeira equag¢do nos da x > y. Logo, y < 0 e também temos que log(y +yy?+1) < 0. A
segunda equacdo nos da z <y. Logo, z < 0 e entdo log(z+ V22 + 1) < 0. A terceira equagdo, por sua vez, nos da z > x.
Portanto, x > y > z > x, de onde x = y = 7, e analogamente ao primeiro caso, obtemos x =y =z=0.

Como ambos os casos levam a mesma conclusao, a Unica solugdo real do sistema é:

|6y, 2)=(0,0,0)

Questao 9

No quadrado ABCD de lado a, sao dados os pontos M sobre o lado BC e N sobre o lado CD de forma que AMN seja um
triangulo equilatero. Calcule, em funcdo de a, o raio do circulo inscrito no triangulo CMN.

.
|l Gabarito ',
O raio do circulo inscrito no tridangulo retdngulo CMN pode ser encontrado a partir das medidas dos seus lados, relacionando-

os com o lado do quadrado.




Etapa 1. Calcule os lados do triangulo

Como ABCD é um quadrado e AMN é um triangulo equilatero, temos que AB = AD e AM = AN. Portanto, os triangulos retangulos
/A\ABM e /AADN s&o congruentes (caso especial para tridngulos retangulos: hipotenusa e cateto). Dai, zMAB = ~DAN.

Sabendo que zMAN = 60° (tridangulo equilatero) e BAD = 90°:

2DAN + 2MAB + 60° = 90°
22DAN = 30°
«DAN = 15°

No tridngulo AADN, podemos calcular a medida de DN:

Com isso, a medida de NC é:

Etapa 2. Calcule o raio do circulo inscrito

Para um tridangulo retangulo, o raio do circulo inscrito r é dado pelo semiperimetro menos a hipotenusa. Sendo py¢y 0 semi-

perimetro:

Substituindo os valores encontrados:

Escrevendo com denominador comum:

DN = atan(15°) = a(2 —V/3)

NC=a-DN=a—-a2-V3)=a(W3-1)
Como ANCM é um tridangulo retangulo e isdsceles (pois AABM = AADN = BM = DN = CM = CN), a hipotenusa é NM = NCV2.

r=pnew — NM
_ NC+MC+NM
=—-
_ NC+MC—NM
2

NM

L 200/3-1)-aV2(/3-1)
h 2

=a(¢§—1)<1—§)
~ofva-1- 24 7)

2 2

r=0(2\/§—2—\/€+\/§)

2
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Questao 10

Seja o tetraedro regular ABCD de aresta a e a esfera inscrita no mesmo. Considerando cada vértice, traca-se um plano
distinto da base oposta, paralelo a esta base e tangente a esfera. Um novo tetraedro é entao formado a partir do
vértice A e dos novos vértices definidos pela interse¢do do novo plano tragado, paralelo a base BCD, com o tetraedro
ABCD. Analogamente faz-se 0 mesmo processo para os vértices B, C e D. Em seguida, inscreve-se uma esfera em
cada novo tetraedro criado. Repete-se o processo de forma indefinida. Calcule em fungao de a o volume ocupado
por todas as esferas interiores ao tetraedro ABCD.

, |l Gabarito ', \

O problema envolve calcular o volume da esfera original e soma-lo aos volumes das esferas subsequentes, cujas proporc¢des
seguem uma progressdo geométrica.

s A

NI

pl=

Etapa 1. Analise a propor¢do geométrica

Note que, no tetraedro regular de altura H, o centro da esfera inscrita dista H/4 da base. Logo, a distancia do centro até o
vértice oposto é 3H/4.

Quando o plano tangente é tracado paralelamente a base, a distancia desse plano ao vértice é H— 2 - (H/4) = H/2. Assim, o
novo tetraedro formado tem altura H/2, ou seja, metade da altura do original.

Sendo a razdo de semelhanca igual a 1/2, o raio da proxima esfera inscrita sera:

1T H_H

"4 28

Logo, os raios formam uma PG de razdo 1/2. Como o volume depende do cubo do raio, a cada geragdo o volume de uma
esfera é multiplicado por (1/2)3 = 1/8.

R

Etapa 2. Calcule a soma dos volumes

Na primeira geracdo (esfera original), ha apenas 1 esfera de volume V,. Na segunda geragdo, como o processo é feito para
cada um dos 4 vértices, ha 4 esferas. Na terceira geracdo havera 16, e assim por diante. Na geracgdo n, havera 4" esferas.
A soma total de todos os volumes de todas as esferas sera:

& 1

V=411

3

>
“2(3)

8n-1

n—1

n—1

4
—=\8
1

n=1 2

Aplicando a soma da PG infinita de razdo 1/2:

Sabendo que o raio da esfera inicial é Ry = H/4:

11



Etapa 3. Substitua a altura do tetraedro

av6

A altura do tetraedro regular em fun¢do da arestaa é H = =5 Substituindo esse valor:

y_ 1(@)3

24\ 3

_n @66
T 24 27
_rra3\/€

108

Logo, o volume total ocupado pelas esferas é:

_ na*V/6

v 108
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