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GABARITO MATEMATICA

Questao 1

Sejam (a,) uma progressao aritmeética e (b,) uma progressao geométrica. Se arazdode (a,) ér,r # 0, arazado de (b,)
éq=1/r,a,=by=4e

50
a1+02+a3+a4+05=?,

determine n de modo que a soma dos n primeiros termos da progressao geométrica seja igual a —80.

(6 |

| Gabarito |
A soma dos cinco termos da PA determina sua razdo. Com ela, obtém-se a razdo da PG e o nimero de termos cuja soma é
—-80.

Etapa 1. Determine a razdo da PA.

Como a5 = a, + 4r, a soma dada fornece

2 3
(8+4r-5 50
2 E]
10
A4+ 2r=—
+ 2r 3
po 1
=-3
Etapa 2. Determine o nimero de termos da PG.
Arazdo da PG é g = 1/r = —3. Pela soma de seus n primeiros termos,
q"—1
n = U1 = 1
(=30 -1
—80=4—"22 —
80 7
(-3)" =81.
Portanto, o nimero de termos é
n=4|
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Questao 2

Quatro cidades A, B, C e D estdo ligadas por seis pontes distintas da seguinte maneira:

* uma ponteligaAe B;
* uma ponteligaAeC;
®* uma ponte ligaBeC
® duas pontes ligam B e D;

* uma ponte liga Ce D.

Quantos caminhos sdo possiveis ligando todas as cidades e passando por todas as pontes uma Unica vez, sabendo
que é permitido passar em uma mesma cidade mais de uma vez?

-
- |l Gabarito ', )
Cada passagem por uma cidade intermedidria usa uma ponte de entrada e outra de saida. Assim, os extremos do percurso
sdo C e D, as Unicas cidades com numero impar de pontes. A contagem parte de C e depois inclui os percursos inversos.

Etapa 1. Conte os percursos que fecham o triangulo CAB no inicio.

Ha duas formas de voltaraC: C > A— B— Cou C —» B - A — C. Em seguida, o percurso é C - D — B — D. As duas pontes
entre B e D podem ser usadas em duas ordens. Esse caso tem 2 - 2 = 4 percursos.

Etapa 2. Conte os percursos que comecam por C — A — B sem fechar o triangulo.

A préxima cidade é D, e ha duas pontes disponiveis para chegar a ela. Depois, o percurso termina por D - C - B — D ou por
D —» B — C— D. Esse caso tem 2 - 2 = 4 percursos.

Etapa 3. Conte os percursos que comecam por C — D.

Ha duas pontes para seguir de D a B. O triangulo pode ser percorrido comoB - A - C—» Bou B —» C - A — B. Resta entdo a
outra ponte de B a D. Esse caso tem 2 - 2 = 4 percursos.

Etapa 4. Conte os percursos que comegam por C — B — D.

Ha duas escolhas para a pontede Ba D. Para cadauma, o percursoterminaporD - C>A—» B — DouporD—>B—>A—- C—D.
Esse caso também tem 2 - 2 = 4 percursos.

Etapa 5. Inclua os percursos no sentido inverso.

Os quatro casos somam 16 percursos de C a D. Cada um admite um percurso inverso, de D a C, contado separadamente.
Portanto,

N=24+4+4+4)

=-

Questao 3

Determine todos os valores reais de x para 0s quais

|Iog1/2 Ix|| + |log, |x|| < 4.
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A mudanca de base transforma os dois logaritmos em expressdes opostas. Seus médulos sdo iguais, o que reduz a inequagao
a uma condicdo sobre |x|.

Etapa 1. Escreva os logaritmos na base 2.

O dominio exige x # 0. Como a base 1/2 é o inverso de 2,

log, [x]
lo x| = 22"
912 log,(1/2)
= —log, |x|.
Assim, a inequacgdo equivale a 2|log, |x]| < 4.
Etapa 2. Resolva a inequagao modular.
A funcdo logaritmica de base 2 é crescente. Portanto,
[log, |x]| < 2

-2 <log, x| <2
1
- 4.
i < |x] <

Separando os valores positivos e negativos de x, obtém-se

Questao 4

Dada uma matriz A € M,(R) simétrica, dizemos que A é definida positiva se

XAX=1[yl, y>0,

para toda X € M, ;(R) que tem ao menos uma entrada nao-nula. Encontre todos os possiveis valores de b € R tais
que a matriz

seja definida positiva.

- |l Gabarito ', N

O produto X’AX é uma expressdo quadrética nas entradas de X. Sua positividade pode ser verificada pelo discriminante,
tratando separadamente o caso em que a segunda entrada é zero.

Etapa 1. Calcule o produto matricial.

X1

ParaX =
X2

l, com (x4, X,) # (0,0), o produto fornece X’AX = [y], em que

2 2
Y = X7+ 2bx; X, + X5.

Sex,=0,entdox; #0ey = x12 > 0, independentemente de b.
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Etapa 2. Imponha a positividade quando x, # 0.

Fixado x, # 0, a expressdo é um trindmio em x, com coeficiente lider positivo. Ela é positiva para todo x; se, e somente se,
seu discriminante é negativo:

A = (2bx;)? — 4x3
= 4x5(b* = 1).
Como x3 > 0, a condigdo A < 0 equivale a b? < 1. Logo,

Ci<b<1]

Questao 5

Encontre as raizes do polindmio p(x) = x* — 4x3 + 9x?> — 10x — 14, sabendo que vale a rela¢do p(1 + x) = p(1 — x), para
todo x € C.

.
|l Gabarito ', \
A simetria indicada no enunciado sugere escrever o polinémio em poténcias de x — 1. Também é possivel obter as mesmas

raizes pela fatoragdo em dois polindmios quadraticos.

Etapa 1. Reescreva o polinémio em poténcias de x — 1.

Agrupando os termos, obtém-se
p) = (x—1)*+3(x—1)?-18.
Comy = (x—1)?, a equacdo p(x) = 0 se torna

y2+3y—18=0
v—3)y+6)=0.

Portanto, (x — 1)? = 3 ou (x — 1)?> = —6. As raizes sdo

X='Ii\/§

ou x=14_ri\/g.

Etapa 2. Obtenha as raizes também por fatoragao.

Na segunda resolugdo, procura-se uma fatoracdo da forma
px) = (X2 —ax — 2)(x? — bx + 7).
Comparando os coeficientes de x> e de x, segue que

a+b=4
—-7a+2b = -10.
O sistema dé a = b = 2. O coeficiente de x> também confere, pois ab + 5 = 9. Assim,

P = (X2 = 2x = 2)(x2 — 2x + 7).
Resolvendo as duas equagdes quadraticas, encontram-se novamente

x=1i\/§

ou x=1ii\/€.
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Questao 6

O solido S é formado pela unido de dois paralelepipedos retangulos congruentes, com posicao e medidas conforme
a figura.

Vista frontal Vista superior

3 5 3 5

Seja AB um segmento de reta completamente contido em S que contém um dos vértices de S. Encontre o maior valor
possivel de m(AB).

-
- '| Gabarito ', )
A maior distancia pode ser comparada pelas proje¢des dos segmentos na vista frontal. A diferenca maxima de profundidade
é 4; a semelhanca de tridangulos determina quais segmentos atravessam o degrau sem sair do sélido.

Etapa 1. Calcule a diagonal da parte inferior.

A parte de altura 3 forma um paralelepipedo de dimensdes 8, 4 e 3. Sua diagonal, denotada por AM, mede

AM =82 +42 + 32
=v89.

Etapa 2. Calcule o segmento que parte do vértice inferior direito.

Na vista frontal, tome a origem no vértice inferior esquerdo, o eixo horizontal para a direita e o vertical para cima. A projegao
delé (8,0)e adeOé(0, h). Para que IO seja o mais longo possivel sem sair do sélido, sua projecdo deve passar pelo canto
interno (3, 3).

Os triangulos retangulos tém bases 5 e 8 e alturas 3 e h. Pela semelhanga,

5
8

24
5

=48.
Escolhendo I e O em faces opostas na direcdo da profundidade, obtém-se

10 =+/82+ 42 + (4,8)2
=+/103,04.

> SIw

Etapa 3. Compare com o segmento que parte do vértice superior esquerdo.

O outro candidato que atravessa o degrau parte de (0,5) e passa por (3,3). Se sua projecdo alcanca a base em (d,0), a
semelhanca fornece

v
- Qlw

5

2

Seu comprimento maximo é /(15/2)2 + 52 + 42 = 4/97,25. Os segmentos contidos em apenas um dos blocos sdo menores
que esses candidatos. Como 103,04 > 97,25 > 89, a maior distancia é

M(AB)max = V103,04 |
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Questao 7

Determine a equacdo da circunferéncia de maior raio que é tangente ao eixo y e passa pelos pontos (1,4) e (3, 6).

, '| Gabarito ', \

A tangéncia ao eixo y relaciona o raio a abscissa do centro. A passagem pelos dois pontos determina as duas circunferéncias
possiveis, das quais se escolhe a de maior raio.

Etapa 1. Escreva as condi¢des para o centro e o raio.

Como a circunferéncia passa por pontos com abscissas positivas e é tangente ao eixo y, seu centro é (R, b), com R > 0. Sua
equagdo é

(Xx—R? +(y—b)> =R
Substituindo os dois pontos e simplificando, obtém-se
2R=b>—-8b+17
6R = b%? — 12b + 45.

Etapa 2. Determine as duas circunferéncias.

Eliminando R entre as equagdes,

3(b2 —8b+17) = b2 — 12b + 45
b2 —6b+3=0

b=3-|_-\/g.

Como b? = 6b — 3, a primeira equagdo da

_ b>—8b+17
2

Etapa 3. Escolha o maior raio.

O maior raio é 4 + \/E correspondentea b =3 — \/E Portanto,

(x—4-v6y
+(-3+V6)?2 =@ +V6)

Questao 8

Considere a parabola de equacdo y = 4x — x> com vértice no ponto V. Seja T o trapézio PABV, onde P = (0,0), A é um
ponto com abscissa no intervalo [2, 4] e ordenada nula e B é um ponto na parabola com ordenada positiva. Sabendo

que m(@) = %\/g determine a dreade T.

.
|l Gabarito ',
A semelhanca de triangulos fornece as coordenadas de A e B. Com os quatro vértices conhecidos, a area pode ser calculada

pela soma dos produtos das coordenadas consecutivas.

Etapa 1. Determine as bases paralelas do trapézio.



O vértice da parabola é V = (2,4). Como PA é horizontal e B # V, os lados paralelos sdo PV e AB. Sejam M e Q as proje¢des de

V e B no eixo x.

'

Pelo teorema de Pitagoras no tridangulo PVM,
PV2 =22 +42

PV =24/5.

Etapa 2. Use a semelhanca para localizar A e B.

A razdo entre os lados correspondentes de ABQ e PVYM é

AB _ 7V5/8
PV 2\/§
-7
T 16’
Portanto,
7
Ye=4- 16
-7
T4
7
XB _XA = 2 . E
_7
=3
Como B pertence a parabola,
7
= Axg — X2
Xp=% ou .
E72 2

A primeira raiz daria x, = —3/8, fora do intervalo permitido. Logo, x; =7/2 e

XA=XB_Z

8

77

"2 8
21
)

Etapa 3. Calcule a area pelas coordenadas dos vértices.

Na ordem P, V, B, A, os vértices sdo (0,0), (2,4), (7/2,7/4) e (21/8,0). A soma orientada dos produtos fornece
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7 7 7 21
= 7453 %
7 147
=|3-14-35
_ 483
T 32°
Assim,
483
S—a g
Questao 9

Seja z = 1+ ai uma raiz do polindmio p(x) = x* + 10x?> + mx + 29, onde a e m sdo nimeros reais. Determine a 4rea do
quadrilatero cujos vértices sao as quatro raizes complexas de p(x) no plano de Argand-Gauss.

, |l Gabarito ', \

A resolugdo considera 1 + ai uma raiz ndo real, como faz o gabarito da Pensi. Os pares conjugados e as rela¢bes de Girard
determinam as bases de um trapézio no plano complexo.

Etapa 1. Relacione as quatro raizes.

Sob a hipdtese a # 0, 1 — ai € uma segunda raiz. Sejam ry e r, as demais. A soma das raizes e a soma dos produtos duas a
duas ddo

rh+rn=-2
i +2(r +r)+1+a>=10
rir, =13-0.

O produto das quatro raizes fornece outra expressao:

1+ a®)ryr, =29

rr 29
2T 2
Etapa 2. Determine os médulos das partes imaginarias.
Igualando as duas expressdes de r,r,,
29
=2 —-13-¢?
1+a2 3-a
a*—120°+16=0
(@ -6)* =20
a? = 6+2v5.

As outras raizes tém soma —2 e produto 7 24/5. O discriminante de sua equagdo quadratica é negativo em ambos os casos.
Portanto, elas podem ser escritas como —1 + bi e —1 — bi, com

1+b>=13-0?
b? =67 2V/5.
Como 6 +2v/5 = (/5 + 1)?, os valores de |al e |b| séo V5+1ev/5-1,em alguma ordem.

Etapa 3. Calcule a area do trapézio.

As bases verticais medem 2|a| e 2|b|, e a distancia entre elas é 2. Logo,
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_ (2lal+2}b)) -2
- 2

=2[(V5+ 1)+ (/5-1)]
=45

Esse resultado depende da interpretacdo a # 0. O enunciado ndo a explicita: para a = 0, m = —40 também torna 1 uma raiz,
e a construgdo por dois pares conjugados distintos deixa de valer.

. J

)

Questao 10

Sabendo que tan(a + ) = -2 e sen(a) = (4 — \/g)sen(ﬁ) para a, B € (0,1/2), calcule

2 a+pf
an(22E)
- ll Gabarito ', N

A férmula da tangente do arco duplo determina a tangente da semissoma. A relacdo entre os senos fornece a razdo pedida
e, em seguida, a tangente da semidiferenca.

Etapa 1. Calcule a tangente da semissoma.

Seja t =tan((a + B)/2). Pela férmula do arco duplo,

2t
1-22
?—-t-1=0
t_1i\/§
=—

Como 0 < (a+ PB)/2 < m/2, tem-se t > 0. Assim,

Etapa 2. Calcule a razdo entre as tangentes.

Denote por u = (a— f)/2 ev = (a+ f)/2 os dois angulos. As formulas de transformacdo de produto em soma dado

tanu _ senucosv
tanv = cosusenv
sena—senf

sena+senp
_(4-V5-1
4=V +1
_3-15
-5
5-+5

10

Etapa 3. Calcule a tangente da semidiferenca.

Multiplicando a razdo encontrada pela tangente da semissoma,
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a—B)=5—\/§'1+\/§

tan( 2 10 2

V5

T

10



